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AVANT-PROPOS

Cayley1, dans une petite note de trois pages, a publié 
une table des plus petites solutions des équations ré

solubles
(1) u3 — au2 = ±4,

qui correspondent aux valeurs de a inférieures à 1000.
De nos jours, M. E.-E. Whitford2 a continué la table 

de Cayley en s’occupant des valeurs de a situées entre 
1000 et 2000.

De plus, soit (ii, u) la plus petite solution de (1), et soit 
(At, la plus petite solution de l’équation de Fermat 
correspondante, savoir
(2) A?-aB? = ±l,

Cayley a démontré les formules

îi3zc3u p(u2zcl)(3) A = —= 2+ ■

Quant à l’établissement de sa table, Cayley dit ex
pressément qu'il a appliqué le Canon Pellianus de Degen; 
c’est-à-dire que Cayley a calculé les réduites de la frac
tion continue de j/a jusqu’à la première qui correspond au 
paramètre 4.

Et M. Whitford a évidemment suivi son illustre pré
décesseur.

1 Journal de Crelle, t. 53, p. 369—371; 1857.
2 Annals of Mathematics (2) t. 15, p. 157—160; 1914.

1*
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Or, supposons résoluble l’équation (1), nous aurons les 
décompositions
(4) a = p2zp4g2, ± v = a2qz4^2,

où p et q sont impairs et premiers entre eux, et il est à 
attendre que ces nombres p et q jouent un rôle fondamental, 
en ce qui concerne la résolubilité de l’équation (1).

Dans la première Partie du Mémoire que j’ai l’honneur 
de présenter aujourd’hui à F Académie Royale des Sciences, 
je suppose que la base a se présente sous la forme

(5) a = p2±7c92,

k étant un nombre premier quelconque ou une puissance 
quelconque d’un tel nombre, et je trouve la condition 
nécessaire et suffisante pour que l’équation

(6) zz2 — a z?2 = zp k 

soit résoluble,
A cet effet, remarquons que cette autre équation

(7) zz2— au2 — q2

est toujours résoluble, pourvu que (6) le soit; désignons 
ensuite par (zzn, ün) (u'n, v'n) un couple de suites coordon
nées appartenant à (7), la résolubilité de (6) exige qu’un 
des éléments primitifs de ces suites, par exemple (zzt, z?t), 
satisfasse à la congruence

(8) zzt — pz?! = 0 (mod g2).

Soit maintenant a un nombre premier, l’équation (7) 
n’est jamais résoluble, à moins que cette autre équation

(9) il2 — au2 = ± o q, q = 1 ou o = 2,

ne le soit aussi. Désignons par (sn, in) (an, in) un couple 
de suites coordonnées appartenant à cette équation, (8) peut 
être remplacé par la congruence équivalente
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(10) S! — atl = 0 (mod g).

La deuxième Partie du présent Mémoire contient des 
applications au cas spécial

k = 4,

la résolution numérique de certaines équations de ce genre 
et une extension des bases connues (2p+l)2 + 4 à celles-ci 

(11) a = p2 g2 ± 4 p,

où p et q sont des nombres impairs, quelconques du reste. 
Quant à la troisième Partie, elle contient des applica

tions à certaines autres valeurs spéciales du facteur k.

Copenhague, le 25 avril 1924.
Niels Nielsen.
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PREMIÈRE PARTIE
Recherches sur l’équation généralisée.

I. Conditions de résolubilité.
Dans ce qui suit, nous désignons par w un nombre 

premier quelconque ou une puissance quelconque d’un tel 
nombre, par a une base qui se présente sous la forme

(1) a = p2—(—1/«g2,

où deux quelconques des trois nombres p, g, m sont premiers 
entre eux, et nous avons à étudier l’équation de Lagrange

(2) w2— air = (—l)'5 oí.

A cet effet, supposons tout d’abord résoluble cette équa
tion, puis remarquons que l’équation

(3) M2—flp2 = (—l)r>ft)Q2

est toujours résoluble, parce qu’elle admet, en vertu de (1), 
la solution
(-1) u = p, p = 1 ;

c’est-à-dire que cette autre équation

(5) p2 — pp2 = Q2,

obtenue en multipliant (2) et (3), est résoluble aussi.
Désignons ensuite par

(u, v) (n, o)

les deux suites coordonnées de (2), par
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(A-,/) (x,z)

un couple de suites coordonnées de (5), il existe un couple 
de suites coordonnées

(s, t) (o', t)

de (3), de sorte que nous aurons, quels que soient les in
dices /i et V,

(6) af,+r-1 = x..nr+a>-l,i'r> T„+r-l = x ,,S ,,nr

(7) «.„+, =

de sorte que l’élément primitif (s15 Q de la suite (s, t) ne 
peut pas être trouvé par ces multiplications positives, mais 
il est facile de déduire cet élément par une multiplication 
négative, nous le verons, dans ce qui suit.

Résolvons maintenant par rapport à (tt,, , ^r), respective
ment (zzr, zzr), les équations (6) et (7), puis remarquons 
que les déterminants de ces équations sont

= (- l/v, k*-af, = (- 1/V,

nous aurons, en posant respectivement

fi + V — 1 = m, fi = n 

fi + r = m, fi = n,

les formules inverses de (6) et (7)

, Q rm—n+1 ( O (^n^m ^l^nrni)

o d'n
. Q Qm—n+1 ( O ^n lm

I q2Hm-n = (—l)f5n (¿nSjn — alntm)

I q~ l’m-n = <— 1 (¿’n fm ~ ln ^m),

où il faut supposer respectivement

m > 77, 777 > 77.

Or, il est facile de voir que l’on aura de même
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Q2«i = (——a/^)
92^i = (— 1)V1 (Å’l — Zl*l),

car ces deux nombres satisfont à l’équation (2), et un cal
cul direct donnera

7t1 V1 — wAt, 7ErV1 + (>!«! =

où (An,Bn) est la solution générale de l’équation de Fermat 
ayant la base a, savoir

A* -aB* = (-1)"%

où il faut admettre e — 1, 6 = 0, selon que a est une base 
de première ou de seconde espèce. Et l’on aura, quels 
que soient les indices // et v,

(H) k/c}(v+al^v = ^An+v—l» k^v+lfixv = +

Cela posé, nous aurons, en vertu de (6),

kct^ft+v—1 1 ft+v—1 0%^+«—1 + aQvB/x+a—1^9

ka^fi+v—1 ! ^ft+v—1 ^^vB/c+a—1 ' QvA/li+v—1^9 ’

d’où, en vertu des formules récursives générales,

7 17 2
ka^n+v—1 ' ^'a ^/.t+v—1 Q ^/n+v+a—1

ka^^t+v—1 ^a^/n+v—1 9 Ç/f+v+a—1*

Posons ensuite

tu A-V—1 — m, a = il,

il résulte finalement

(12) Q ^m+n> + 1 mkn Q Qm+n>

formules qui sont valables pour une valeur quelconque 
des deux indices ni et n.
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Et il est évident que les formules (7) donnent, par le 
même procédé, les formules analogues

(13) ÍZ Zn Q ^m+n> Q ^m+n>

où il faut admettre
m >2, n > 1.

Quant à la valeur exclue m = 1, il n’existe aucune 
formule de la forme (13), de sorte qu’il faut, dans ce cas, 
appliquer (10).

Revenons maintenant aux suites coordonnées

(s, t) (cr, t)

de l’équation (3), nous avons remarqué qu’il existe une 
seule solution appartenant à ces suites, qui ne peut pas 
être déterminée par la multiplication positive, indiquée 
dans les formules (6) et (7), savoir la solution (s1? /r); 
c’est-à-dire que nous aurons, en vertu de (4),

(14) = p, ii = 1.

Ola posé, les formules (10) se présentent sous la forme

(15)
pk1 — ali = (—

= (-i)V<h;

introduisons ensuite, dans ces formules, l’expression (1) 
de la base a, nous aurons la seule congruence

(16) p/i — kt = 0 (mod ç2),

car p est premier avec q.
Et nous aurons évidemment une congruence analogue 

pour tous les autres couples de suites coordonnées apparte
nant à l’équation (5), de sorte que nous avons démontré 
le théorème général:
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I. La condition suffisante et nécessaire polil

la résolubilité de l’équation (2) est que l’équation
(5) soit résoluble, de sorte qu’une des deux solu
tions primitives ( u, v) d'un de ses couples de 
suites coordonnées satisfasse à la congruence

(17) u — pu = 0 (mod q2);

dans ce cas, une solution primitive de chacun 
des autres c o u p 1 e s de suites coordonnées de ( 5 ) 
satisfait à une congruence analogue.

Remarquons maintenant que l’équation

(18) u2—au2 = a)2 q2

est résoluble, pourvu que (2) le soit, parce que cette équa
tion provient de la multiplication de (2) et (3), il est évident 
que la multiplication de (3) et (18) conduira de nouveau 
à l’équation (2); c’est-à-dire que chacun des suites coor
données de (18) a un élément primitif (u, v) qui satisfait 
à la congruence
(19) u—pu = 0 (mod coq2),

de sorte que cette congruence est équivalente à (17).
Supposons maintenant que la décomposition (1) admette 

plusieurs solutions, savoir

a = Pn ““ (— 1/ « Çn » 77 = 1, 2, 3, . . . ,

la méthode que nous venons de développer est applicable 
pour chacune de ces décompositions, ce qui donnera, quel 
que soit l’indice n, les congruences

ii— pnv = 0 (mod q2) 

uf—pnu' = 0 (mod o)q„).

Remarquons encore, en passant, qu’une infinité de solu
tions (un, Vn) et (um, v'm) satisfont aux congruences susdites, 
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ce qui est sans valeur pour les applications, parce que 
ces solutions sont des grands nombres et la détermination 
de l’indice des solutions ainsi obtenues est assez difficile.

II. La base est un nombre premier.
Dans l’article précédent, nous avons concidéré une base 

quelconque de la forme susdite

soit maintenant a un nombre premier, aucune des équations

(1) a = p2 — (—■ l)f) M q2 ;

jamais résolubles, à moins que les deux autres

(2) 9. 9 9u — aua = q“

(3) u2 — ci u2 = co2 q2

ne peut être primitive, de sorte que ces équations ne sont

(4) u2 — av2 = (—-îy^gq

(5) u2 — ai)2 = (— 1 )1/ q M q

ne le soient aussi; dans ces équations, on aura

q — 1 ou q = 2,

tandis que y et ib sont des exposants convenablement 
choisis. Et les équations (2) et (3) proviennent de (4) et
(5) par l'opération itérative du second ordre.

Etudions tout d’abord l’équation (4), supposée résoluble, 
cette équation admet deux suites coordonnées

(s, t) (a, t)

qui permettent de représenter la solution (klf Zt), figurant 
dans les congruences fondamentales (15) de l’article précé
dent, sous la forme
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(6) Qkt = at[, ()li = i2sjl

ou sous la forme

(7) s1al —at1r1 = s1r1 — t1a1 = ±Qli

Quant aux formules (6), multiplions par o les deux 
congruences susdites, puis introduisons les expressions (6), 
il résulte après une simple transformation

Si(pSi“-a0 —«fiOi—M) = 0 (mod or/2) 
—— sl(s1— p = 0 (mod or/2).

Résolvons maintenant par rapport aux expressions

ps1 — at1, Si—p^

ces deux congruences linéaires dont le déterminant est égal à

2 i2 isi~ = ±$q,

il résulte la seule congruence

(8) si~~pti = 0 (mod </).

Partons ensuite des congruences (7), le même procédé 
donnera

si(p°'i — + — prQ = 0 (mod qq2)

Oi-PTi)+si ~P^i) = 0 (mod (>r/2),

de sorte que nous aurons ici la seule congruence

(9) — prt = 0 (mod q).

Cela posé, nous avons démontré la proposition fonda
mentale :

I. Supposons résoluble l’équation (4), cette 
autre équation

(10) ii2-flp2 =
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est également résoluble, pourvu qu’une solution 
primitive (s, t) d’un couple de suites coordonnées 
de (4) satisfasse à la congruence

(11) s —pi = 0 (mod q),

et seulement dans ce cas.
Partons ensuite de l’équation (5), supposé résoluble, 

nous verrons par le même procédé que chacune des suites 
coordonnées de cette équation a également une solution 
primitive (s, t) qui satisfait à la congruence

(12) s—pt = 0 (mod coq),

Dans l’article qui suit, nous avons à développer des 
propriétés curieuses des congruences que nous venons de 
démontrer.

III. Sur les congruences fondamentales.

Afin de mettre en pleine lumière la nature singulière 
des congruences que nous venons d’établir, nous avons à 
étudier à un autre point de vue l’équation qui nous occupe ici.

A cet effet, nous posons, pour simplifier les significations, 

k = (— l)fV+1 w,

de sorte que la base a se présente sous la forme

(1) a=p2 + Âv/2,

et nous cherchons à résoudre l’équation

(2) u2-av2 =-kr2,

où r est un positif entier, premier avec a, au moyen des 
deux hypothèses suivantes :

Io L’inconnue v se présente sous la forme
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(3) p=«2 + å^2;

c’est-à-dire que l’équation (1) deviendra

(4) u2 + Á-r2 = (p2 + kq2) (a2 + Å^2)2,

et l’identité

au2 = [p(a2-kß2)±2kqaß]2 + k[q(a2-kß)T2paß]2 

conduira, en vertu de (4), à la seconde des hypothèses 
susdites :

2° Les inconnues a et ß sont à déterminer, de sorte que

(5) p (a2 — k ß2) ±2kqaß = ± zz

(6) q (a2 — k ß2) ^12 p aß = ± r,

ce qui conduira certainement à une solution de l’équa
tion (2).

Quant à l’équation (6), nous avons déjà supposé premiers 
entre eux les deux nombres p et q, mais il est nécessaire 
que a et ß aient la même propriété; car soit Z un diviseur 
commun de a et ß, 1 divise aussi r, ce qui est impossible, 
parce que a et r sont premiers entre eux.

De plus, il résulte immédiatement de l’équation (6), que 
soit f le plus grand commun diviseur de ß et r, f est 

aussi le plus grand commun diviseur de ß et q, de sorte 
que ß2 et qr ont le plus grand commun diviseur f2-,

soit le plus grand commun diviseur de a et r, est 
aussi le plus grand commun diviseur de a et kq, de sorte 
que y2 est le plus grand commun diviseur de a2 et kqr.

Résolvons maintenant par rapport à a l’équation (6), il 
resulte . . , -----qa = ±pß aß2 ±qr,

ce qui exige que le nombre qui ligure sous le signe radical 
soit un carré exact /2, de sorte que nous aurons
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(7) Z2-«/?2 = ±çr;

c’est-à-dire que /2 est divisible par le plus grand commun 
diviseur /'2 de ß~ et gr, de sorte que le facteur /2 peut être 
supprimé dans l’équation (7), et les trois termes de l’équa
tion ainsi obtenue sont deux à deux premiers entre eux.

De plus, il résulte 

(8) ç« — zEp ß zE /;

c’est-à-dire que ß et / satisfont à une des congruences 

(9) pßzLy = 0 (mod ç),

et a est déterminé par l’équation (8).
L’équation (6) donnera de même

kq ß = zp pu zt Y ci ce2, zp k q r ;

le nombre qui figure sous le signe radical est donc un 
carré exaxt ó2, et l’on aura

(10) ô~ — a a2 = zpkqr;

c’est-à-dire que ô est divisible par le plus grand commun 
facteur , de a. et r, de sorte que le facteur /f peut être 
supprimé dans l’équation (10), et les trois termes de l’équa
tion ainsi obtenue sont deux à deux premiers entre eux.

Dans ce cas, on aura de même

(10) kqß = pzpa ± ô,

de sorte que a et ô satisfont à la congruence

(11) pa±ô = 0 (mod kq), 

et ß est déterminé par l’équation (10).
Remarquons maintenant que les congruences (9) et (11) 

sont identiques aux congruences fondamentales, développées 
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dans l’article précédent, nous avons démontré une proposi
tion curieuse en ce qui concerne l’équation

(12) u2 —an2 = (— 1/w,

savoir:
I. Soit (u, u) la solution de (12) qui correspond 

aux congruences (11) et (12) de l’article précédent, 
les deux hypothèses appliquées dans la solution 
de (4) sont nécessaires, de sorte que v est un 
nombre de la même forme que a, savoir

(13) ±u = w2 — (—1)‘W2.

De plus, supposons résolue une des équations (7) ou 
(10), l’autre est résolue aussi au moyen des congruences 
susdites, et la multiplication de ces deux équations con
duira à une des solutions primitives de (12).

Du reste, la multiplication susdite n’est pas nécessaire, 
car l’inconnue v est déterminée par la formule (13), et 
nous aurons, en résolvant par rapport aux expressions

a2 — kß2, aß

les équations (5) et (6),

(14) qudûpr = 2aaß,

où les signes doubles sont à choisir, tels que u deviendra 
un positif entier, ce qui détermine parfaitement l’inconnue u.

Quant aux applications de la methode susdite, nous 
pouvons simplement renvoyer le lecteur aux deux dernières 
Parties du présent Mémoire.
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DEUXIÈME PARTIE
Sur le paramètre ± 4.

IV. Applications des formules générales.
Les applications les plus intéressantes de la théorie pré

cédente se rattachent évidemment au paramètre 4, savoir à 
l’équation étudiée par Cayley.

En effet, supposons résoluble l’équation

ii2 — au2 = (— 1 )'* 4 ,

nous aurons nécessairement

a = p2 — (— l)f) 4</2 , ± p = a2 —(—l)fî4/î2 , 

où p et q, a et ß sont premiers entre eux, et où p et q 
sont tous deux impair.

Étudions tout d’abord l’hypothèse ó = 1, savoir

(1) u2 — au2 = ±4, a — p2 + 4ç2,

il s’agit de résoudre une des équations

(2) s2 — a t2 = ± q , <r2 — a r2 = zp 4ç, 

tandis que les congruences fondamentales donnent ici

(3) qr = 4g¿ = =Fpt± tf,

où les premiers signes doubles correspondent, tandis qu’il 
faut choisir l’ensemble de ces signes, de sorte que t et t 
deviennent des positifs entiers, ce qui est possible, pourvu 
que l’équation (1) soit résoluble.

La multiplication des équations (2) donnera ensuite la 
solution (¿7, p) de (1), déterminée par les formules

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. VI, 6. 2
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(4) qu = I st ± a t(ï\ , qv = I s T ± t oj ,

et il est evident que cette solution est la solution primitive 
de l’équation (1), parce qu’elle correspond au paramètre 
— 4, et elle est nécessairement le premier élément d’une 
des deux suites coordonnées appartenant à (1).

Quant à la solution (u, ü), elle peut être calculée aussi 
au moyen des formules

(5) V = r2 + 41~, qu±p = ±2 atr ,

où les signes doubles sont à choisir, de sorte que u devienne 
un positif entier.

Supposons maintenant que la base a soit un nombre 
premier, les équations

(6) a2 — aß2 = ±p , (ï2 — ut2 = ± 4q

sont toutes deux résolubles, de sorte que la hauteur de q 
par rapport à la base a est égale ou à 1 ou à 3.

Soit l’équation (1) résoluble, q est de la hauteur 1, et 
a et t satisfont en outre aux congruences fondamentales. 
Soit maintenant q un nombre premier, ces congruences 
sont toujours satisfaites, pourvu que q soit de la hauteur 1.

Il nous semble utile d’éclaircir la théorie précédente 
en étudiant certaines bases spéciales, choisis hors des 
Tables calculées, savoir plus grandes que 2000.

Exemple I. Le nombre premier
2549 = 502 + 72

correspond aux valeurs
p = 7, q = 25.

Appliquons ensuite l’identité évidente
1012 — 2549 • 22 = 5,

l’opération itérative du second ordre donnera

203972 — 2549 • 4042 = 25 ; s = 20397, t = 404,

et il résulte, en vertu des formules (3),
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25t = 7 • 404 + 20397, t = 929
100 • 404 - — 7 • 929 + o', = 46903 ,

de sorte que
469032 —2549 • 9292 = —100.

Cela posé, nous aurons

p = 80824-9292 = 1515905
25 u — 7 = 808 • 929 • 2549, u = 76534439,

ce qui donnera la solution primitive de l’équation
u2—2549-p2 = ±4,

savoir
765344392 — 2549 • 15159052 = —4.

Exemple II. On aura, pour le nombre premier

2677 = 392 + 342,

à introduire dans les formules générales

p = 39, g = 17.

Remarquons que 19 est diviseur premier de la forme 
quadratique æ2 — 2677 y2, nous trouvons

512 —2677 • l2 = — 4 • 19, 632 —2677 • l2 = —4 • 17 • 19, 

et la multiplication positive de ces équations donnera

1552 —2677 • 32 = 4 • 17 ; <r=155, r=3,

de sorte que les équations (3) deviennent

68i 3 • 39+ 155, t = 4
17-3 = —4-39+ s, s = 207,

savoir
2072 —2677 • 42 = 17,

et nous aurons finalement la solution primitive

37772 —2677 • 732 = — 4.

Exemple III. Pour le nombre premier

2693 = 472 + 222 ; p = 47, y = 11,
on aura

522 —2693 • l2 = 11,
2*
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ce qui donnera
4672 — 2693 • 92 = —4 • 11,

et Fon trouve finalement

44112 —2693 • 852 = —4.

Exemple IV. Le nombre premier

3741 = 462 + 252 ; p = 25, q — 23 
donnera

1572 —2741 • 32 = — 4 • 5,

de sorte que le paramètre ± 4 est applicable.

On trouve du reste
212 —2741 . I2 = —4 • 52 • 23

246592 — 2741 • 4712 = 4 • 52,

et la multiplication de ces deux équations conduira au 
paramètre —4 • 23.

Exemple V. On aura pour les deux nombres premiers 

9661 = 692 + 702, 9941 = 702 + 712

les égalités curieuses

992 — 9661 • l2 = 4- 5 • 7 , 992 —9941 • l2 = — 4 • 5 • 7, 

égalités que nous avons à éclaircir dans l'article VII.
On voit que les solutions susdites ne satisfont pas aux 

congruences fondamentales, ce qui a lieu pour les solu
tions réciproques, car j’ai démontré que les deux bases en 
question sont des bases élémentaires, savoir que les deux 
équations

u2 — 9641 p2 = iw, ii2 — 9961 p2 =

sont résolubles et du genre maximum, pourvu que tous 
les facteurs premiers de w soient diviseurs premiers de la 
forme quadratique correspondante

æ2 — 9641 y2, x2 — 9961 y2.
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V. Sur les bases non-réduites.
Afin de mettre en pleine lumière les développements 

de l’article qui suit, nous avons à étudier la base non- 
réduite
(1) at = ak2,

où k est impair et plus grand que l’unité, tandis que a 
est un nombre de la forme 8 v + 5.

A cet effet, remarquons lout d’abord que ar ne peut 
jamais être une base de première classe, c’est-à-dire admettre 
le paramètre 4, pourvu que a ne le soit, nous aurons im
médiatement la proposition :

I. Soient p et k des positifs entiers quelcon
ques, les nombres
(2) fl! = [(4p+2)2 + l](2fc + l)a 

sont toujours des bases de seconde classe.

Exemple : Le nombre
2525 = 52 •101

est une base de seconde espèce et de seconde classe.
Pour obtenir d’autres règles de ce genre, nous partons 

de l’équation
(3) ii2 —au2 = (—1)4 4,
supposée résoluble, et de l’équation de Fermat correspon
dante
(4) —aB„ = (l)ni, n = l, 2, 3...,

et nous avons à démontrer les propositions suivantes :

II. La base cq, définie par la formule (1), est 
toujours de seconde classe, pourvu que k soit un 
diviseur de Br, qui ne divise pas v.

En effet, soient (u, v) et (u^, v'j) deux solutions quel
conques de (3), on aura toujours

(5) ± p' = An p ± Bn u , 
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et, k étant diviseur de Bn, parce que Bn est multiple de Br, 
k est premier avec An, de sorte que k ne peut jamais 
diviser vf.

Exemple : Le nombre
2277 = 9 • 253

est une base de seconde classe, parce que Bt appartenant 
à la base 253 est multiple de 3, et l’on aura

11772 — 253 • 742 = 4.

III. La base est de seconde classe, pourvu 
que k soit un diviseur de 4,, qui ne divise ni u ni p.

Soit, dans la formule récursive (5), n impair, k divise 
An qui est multiple de soit, au contraire, n un nombre
pair, Bn est multiple de et par conséquent aussi mul
tiple de k, de sorte que k ne peut jamais diviser le nom
bre z/.

Exemple : Le nombre

2541 = 21 • 112

est une base de seconde classe, car on aura

552 — 21 • 122 = 1, 52 —21 • l2 = 4.

Cela posé, nous avons à étudier des bases non-réduites 
de première classe, et nous citons en premier lieu la règle 
évidente :

IV. Soit k diviseur de v, la base est toujours 
de première classe et de la même espèce que a 
pourvu que la solution (u, c) corresponde au para
mètre — 4, sinon at peut être de seconde espèce.

Exemples : Le nombre

3725 = 149 • 52

est une base de première classe et de première espèce, car 

612— 149 • 52 = —4.
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V. Soit k un diviseur quelconque de u, la base 
est toujours de première classe, mais de seconde

espèce, quelle que soit la base a.
En effet, l’opération itérative du second ordre donnera, 

en vertu de (3),
(u2 —(—1/2)2 —u(up)2 = 4,

de sorte que ar est certainement une base de première 
classe.

Quant à l’espèce de la base alt la formule de Cayley

4 w3 —(—1)3«

où m est un indice convenablement choisi, montre claire
ment qu’un diviseur de u est aussi diviseur d'un Am, et 
ces nombres sont premiers avec les ^n+i» c’est-à-dire que 
at est une base de seconde espèce.

Exemple : La base
10309 = 61 • 132

est de première classe et de seconde espèce, car

392 —61 • 52 = -4

VI. La base ax est toujours de première classe, 
pourvu que k est diviseur de a et premier avec Bt.

Supposons résoluble l’équation

(6) u2 — av2 = (—l)f)w,

cette autre équation

(7) u2 —(a/c2) p2 = (—l)£w

est résoluble aussi, pourvu que l’exposant e soit convena
blement choisi.

Exemple : La base
2125 = 85 • 52

est de première espèce et de première classe, parce que 
B{ = 41, et 5 est du rang 5 par rapport à la base 85.
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Le meme procédé donnera cette autre proposition du 
même genre :

VII. Soit k un nombre premier du rang 
par rapport à la base a, est toujours de pre
mière classe et de seconde espèce.

Dans ce cas, les équations (6) et (7) sont simultané
ment résolubles ou non, mais il faut supposer e. = 0, car 
k est toujours de la forme 4r + 3.

Exemple : La base
2637 = 32 • 293

est de première classe, parce que 3 est du rang 4 par 
rapport à la base 293 = 172 + 4.

VI. Sur une classe d’équations immédiatement résolubles.
Soit a une base de la forme

(2*+l)2+(-l/4,

il est bien connu que l’équation

u~ — au2 = (—l)r5+14

a la solution primitive

il = 2Å* “Fl, V = 1.

Mais, chose curieuse, il semble être resté inaperçu jus
qu’ici qu’il est très facile de généraliser beaucoup cette 
équation et sa solution primitive, ce qui donnera une 
classe infinie d’équations, dont les solutions sont dès à 
présent connues.

Partons des identités évidentes

(1) PQ2 —(pg2±4) • l2 = =p4

(2) (P92±2)2-(pV±4p)g2 = 4, 

où p et q sont impairs, le nombre

(3) a = p2q2 ± 4 p
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n’est jamais un carré exact, parce que les deux facteurs
p, pç2±4

sont premier entre eux, et ces facteurs ne sont jamais 
tous deux des carrés exacts.

Cela posé, il est évident que l’équation de Lagrange

(4) u2-W = 4

est toujours résoluble, parce qu’elle admet, en vertu de (2), 
la solution
(5) u = p q2 ± 2 , v = q.

De plus, je dis que la base a est toujours de seconde 
espèce, pourvu que p > 1.

En eilet, supposons tout d’abord que le nombre
(6) P Q2 ± 4
ne soit pas un carré exact, l’équation (1) est une équation 
de Legendre admettant le paramètre 4, donc a est de 
seconde espèce.

Soit, au contraire, le nombre (5) un carré exact s2, savoir 
s2 —pg2 = ± 4,

l’opération itérative du second ordre donnera

(s2=F 2)2—(ps2)g2 = 4,

savoir l’équation (2), et ps2 est, en vertu de la proposition 
V de l’article précédent, une base de seconde espèce.

Cela posé, nous avons démontré le théorème général : 
I. Soient dt et d2 diviseurs, quelconques du 

reste, du nombre impair D,
a = d2(D2±4d2)

est toujours une base de première classe, mais 
de seconde espèce, pourvu que d± d2 > 1.

En effet, posons
D = d1d2d2f a = d2 (d2 d2d2 ± 4d2),

il résulte, en vertu de (3),
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p “ ^1 <4 > Q — (k ’
de sorte que l’équation

2 2 iu — av = 4
admet la solution

u — d‘2 d.2 df ± 2, v = d2,

et nous savons que a est toujours une base de seconde espèce.
Quant à la portée de ces recherches, remarquons que 

nous avons démontré cet autre théorème général:
II. Supposons que le nombre (6) ne soit aucun 

carré exact, l’équation

(7) u2 — (piq2 ± p) n2 = 4

a la solution primitive (pg2±2, g).
On a calculé, au moyen des fractions continues, les 

solutions primitives de toutes les équations résolubles

u2 — a v2 = ±4

qui correspondent aux bases inférieures à 2000. Or, en 
continuant ce calcul, on aurait peut-être trouvé les deux 
théorèmes que nous venons de démontrer; car parmi les 
douze nombres 8r + 5 situés entre 2000 et 2100, huit sont 
de la forme susdite, savoir

2005 = 452 —20 2013 = 452— 12 2021 = 452 —4
2029 = 452 + 4 2037 = 452 + 12 2045 = 452 + 20
2061 = 452 + 36 2085 = 452 + 60 ,

et les solutions primitives des équations correspondantes 
se déterminent immédiatement en introduisant, dans les 
formules générales, les valeurs de p et q, diviseurs de 45.

VII. Sur certaines sommes de deux carrés.
Les sommes de deux carrés consécutifs présentent un 

certain intérêt.
En premier lieu citons la formule curieuse
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au
(4)

deaura

sorte

(3,1) (5,3)

de sorte que

^2n + ^2n

(9)
?n =

puis posons
(8)
les solutions

facteurs
Soit,

xn

Un

les solutions générales

— , l/n = ^2n + 3B2

on
(5)
de
la forme 8ril.

Posons particulièrement, dans (2) et (3), r = 4, il résulte

(6) æ2 + (æ4-l)2 = y2+ 4
(7) u2 —2 z?2 = 7, u = 2æ+l, y=y; 

remarquons ensuite que l’équation (7) a les solutions pri
mitives

An2-2B„2 = (-1)", 

générales de (7) 

= 3 A2n + 2 B2n, 

= 5 A2n + 6 B2n , 

l’équation (7) a
A211

2

2 A2n + 3 B2n H —

(1) K?—1)2 + P2] [p2+(p+l)2l = 4p4 + l,

puis étudions le reste obtenu en extrayant la racine carrée 
d’une somme de deux carrés consécutifs, il s’agit évidem
ment d’étudier l’équation

(2) æ2 + (æ+1)2 = ÿ2 + r,

ou, ce qui est la même chose.

(3) (2æ+l)2-2y2 = 2r—1,

de sorte que r est nécessairement multiple de 4, et tous 
les premiers de 2i—1 sont de la forme 8r±l. 

contraire,
æ2 + Cr + 1)2 = y2 — r,

même
(2x + 1)2-2z/2 = -(2r+l),

que tous les facteurs premiers de 2r+l sont de

n = 1, 2, 3, ...,

se présentent sous la forme 

un = ^2n + 3 B2n
»ñ = 3A2n + 5B2n

2 = 3 A2n + 5 B2n ,
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et pour la valeur

le nombre
æ2 + (æ+1)2

est toujours une base de première espèce.
Revenons ensuite aux égalités curieuses, en ce qui con

cerne les deux nombres premiers

9661 = 692 + 702, 9941 = 702 + 712, 

mentionnées dans l’article VI, il s’agit de l’équation 

(10) y2 — [æ2 + (x ± l)2] = zp 2x,

ou, ce qui est la meme chose,

y2 —2æ2 = 1 ,
de sorte que nous aurons, en vertu (8)

(H) U = x = B2n.
Or, dans le cas susdit, x est de la forme 4À*4-2, ce 

qui exige que, dans (11), n soi un nombre impair, ce qui 
donnera, pour les sommes de deux carrés consécutifs, 
l’expression générale
(12) «L-2+(ß4n-2±D2-

Les deux premiers couples de ces nombres deviennent

22 + l2, 22 + 32
702 + 692, 702 + 712.

Quant aux nombres (2p+l)2 + 4, nous aurons la for
mule analogue à (1),

(13) (4p2 + 1) ((2p+ 2)2 + 1) = (2p + l)4+4,

de sorte qu’il n’existe que le seul nombre premier ' 5 de 
la forme
(14) (4p + l)ln + 4.

Les nombres
(15) a = (2p+l)2 + 4

présentent aussi un certain intérêt à un autre point de vue.
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En effet, l’équation
il2 — au2 = + M

n’est résoluble que pour deux valeurs de m inférieures à 
I a, savoir

co = 4 j co = 2 p + 1 >

c’est-à dire qu’un diviseur premier de la forme quadratique
2 2x* — a ir,

qui est plus petit que 2/9+1, est certainement d’une hau
teur plus grande que l’unité, par rapport à la base a.
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TROISIÈME PARTIE
Sur certains paramètres spéciaux.

VIII. Sur les paramètres 2 et 8.
Il est bien connu que le nombre premier 2 joue, dans 

la théorie des résidus quadratiques, un triple rôle, selon 
qu’il se présente sous la forme.

2 4 2n, n ¡> 3.

Et c’est la même chose dans la théorie des équations 
de Lagrange, ce qui entraîne que les nombres premiers 
ont des propriétés différentes, selon qu’ils se présentent 
sous la forme

87c+1 87c+ 3 87c+ 5 87c+ 7.

Dans la deuxième Partie du Mémoire présent nous 
avons étudié la troisième de ces formes, de sorte qu’il 
nous reste ici à étudier les trois autres.

Soit tout d’abord a = 8 7c4-3, nous aurons une et seule
ment une décomposition de la forme

(1) a = p- 4- 2 q'2,

de sorte que c’est précisément ces deux nombres p et q 
qui figurent dans les congruences fondamentales qui cor
respondent à la valeur

w = 2.

Quant aux nombres premiers a — 8À’ + 7, nous avons à 
résoudre l’équation de Lagrange

(2) zi2 —2p2 = ±ô;
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soit donc
(3) (sn ’ 4i) (°n > Trî)

les deux suites coordonnées de cette équation, de sorte que

(4) s*-2t? = -a, 

nous pouvons appliquer, dans les congruences fondamen
tales, une quelconque des décompositions

(5) a = s2n-2Z2n = ff2„-l-2r2n-l.

où t2n et ^2n—1 sont tous des nombres impairs.
On aura, au contraire, pour les autres éléments

suites (3),
= <? - — 9 f ~ = 0-- - — 9 r ~ö2n—1 -'2n-l °2n “ ¿2n ’

des

décompositions qui sont de la forme

Restent encore les nombres premiers a = 8k-\-l, qui 
unissent les propriétés des deux cas précédents, parce que 
nous avons à la fois une seule décomposition de la forme 
(6) a = jo2 + 8 g2 

et l’équation résoluble de Lagrange

(7) u2 — 2 p2 = ± a.
Soient donc, avec la condition (4), (3) les suites coor

données qui correspondent à cette équation, les nombres
¿2n et T2n—i sont pairs, tandis que l2n i et r2n sont impairs, 
de sorte que nous avons ici

Afin de mettre en pleine lumière la nature singulière 
du nombre premier 2, nous avons encore à démontrer 
les deux propositions suivantes, où a désigne un nombre
premier : 

Les deux équations
2 2u — au = p ,
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où p e s t impair, sont simultanément résolubles 
ou non.

En effet, la première de ces équations n’étant pas pri
mitive, parce que la base a est un nombre premier, nous 
aurons cette autre équation résoluble

(9) zz2 — a v2 = ± p2'1 1, a — 4 k + 1

(10) zz2— au2 = zt p2" \ a = 4k 4~ 3’, 

mais, dans ce dernier cas, l’équation

zz2 — au2 = ±2

est résoluble aussi, de sorte que nous aurons toujours 
l’équation résoluble

9 9 9ÎI — 1ir— au" = p , 
et ainsi de suite.

II. Les deux équations
(11) u2-avs = ±22"+2, u2-o8 = ±8

sont simultanément résolubles ou non.

Remarquons tout d’abord que le nombre premier a est, 
dans ce cas, nécessairement de la forme SÅ'—l, il est évi
dent que les signes doubles sont applicables dans les équa
tions (11).

Cela posé, le même procédé que dans le cas précédent 
conduira ici à cette autre équation résoluble

et ainsi de suite.
Cette proposition établie, il est par exemple facile de 

démontrer que le nombre premier

4993 = 632 + 322

est une base élémentaire, de sorte que l'équation

zz2 — 4993 v2 - ± a»

est toujours résoluble et du genre maximum, pourvu que 
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tous les facteurs premiers de w soient diviseurs premiers 
de la forme quadratique

æ2 — 4993 y2,

IX. Sur le paramètre 3.

Supposons résoluble l’équation de Lagrange

(1) u2 — av2 = (—1/3, 

nous aurons toujours

(2) a = p2— (— 1/3 g2,

de sorte que les congruences fondamentales sont toujours 
applicables dans ce cas.

Or, ces applications ne présentant aucun intérêt spécial, 
nous nous bornerons à résoudre le problème:

Déterminer les bases a qui permettent de résoudre
l’équation
(3) (æ +1)2 — a y2 = x.

Il est évident que l’équation proposée se transforme en
celle-ci x2 + X + 1 = ay2,

ou, se qui est la même chose,

(4) (2x + l)2 —a(2{/)2 = -3,

de sorte que ci est nécessairement un nombre impair de
la forme
(5) a = p2 + 3 q2, a = 6 v + 1.

Cela posé, il est facile de démontrer la proposition :

I. L’équation (3) est toujours résoluble, pourvu 
que la base a admette le paramètre —3, et que le 
nombre premier 2 soit du rang 2 par rapport à a, 
conditions qui sont à la fois nécessaires et suffi
santes.

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. VI, 6. 3
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En effet, soit, dans l’équation (4), savoir

(6) ir — air — —3

a un nombre impair, et soit 2 du rang 2 par rapport à 
la base a, le nombre tiré de l’équation de Fermat

(7) ^n—«Bn = (-l)nê,
est nécessairement un nombre pair, parce que est impair.

Soient donc
(«i, *>i) («i^i)

les éléments primitifs des deux suites coordonnées de (5),
il résulte immédiatement des formules fondamentales

tqui + aiqi?i = 3AX, t?i + UjP! = 3BX

que et v\ ou u* et iq sont toujours des nombres pairs.
Supposons ensuite zq pair, les éléments généraux

(æn » //n) (in »
des deux suites coordonnées, appartenant à l’équation (3), 
se présentent sous la forme

ll2n-l — 1 a-in-1
æn 2 ’ 2

(s) , q
t _ U2n—1 __ l’2n
in 2 ’ 2 "

Quant à la proposition I, nous aurons immédiatement 
comme corollaire cette autre :

II. L’équation (3) est t o u j o u r s résoluble, pourvu 
(jue a soit une base impaire de première espèce 
qui correspond au paramètre 3.

En effet, il résulte immédiatement de (6) que v est tou
jours un nombre pair, parce que a est de la forme 4Zr+l.

Soit ensuite a une base de seconde espèce qui admet 
le paramètre —3, et par rapport à laquelle le nombre 
premier 2 est du rang 1, l’équation (3) est tantôt réso
luble tantôt irrésoluble.
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Pour la base a = 259
on aura par exemple

At = 847225, = 52644,

de sorte que 2 est du rang 1, et l’on aura

162—259 • l2 = — 3;

c’est-à-dire qu’aucun des nombres v, tirés de l’équation (6), 
être pair, et l’équation (3) est irrésoluble.
au contraire a = 217,

Aj = 3844063 , Br = 260952 , 

que 2 est, aussi dans ce cas, du genre 1, mais 

3832 — 217 • 262 = —3;

c’est-à-dire que tous les v sont pairs, et l’équation (3) est 
résoluble pour a = 217.

X. Sur le paramètre 5.
Comme dernière application, nous aurons à étudier 

l’équation
(1) u2 — o'2 = (—l)fî5;

soit ô = 0, la base a est toujours de la forme

(2) a = p2 — 5 g2 ,

de sorte que les congruences générales sont immédiatement 
applicables.

Or, ces applications ne présentant aucun intérêt spécial, 
nous nous bornerons ici à résoudre un problème assez 
curieux.

En effet, il résulte immédiatement de l’identité évidente 

X (x +1) (a? + 2) (.r + 3) + 1 = (x2 + 3x’ r l) 2 

que le produit de quatre nombres consécutifs plus un est 
toujours un carré exact.

ne peut
Soit,

on aura

de sorte 
on aura

3*
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Mais ce carré, peut-il contenir des facteurs biquadra- 
tiques? A cet effet, il faut étudier l’équation indéterminée 
à trois inconnues
(3) x2 + 3 æ + 1 = z/2 z ,
ou, ce qui est la même chose,

(2x + 3)2 = z(2z/)2 + 5;

c’est-à-dire que le facteur z est nécessairement une base a 
qui permet de résoudre l’équation de Lagrange.

(4) w2 — a v2 = 5 , 

de sorte que v est un nombre pair.
Cela posé, remarquons que av2 est, dans l’équation (4), 

de la forme 4À’ + 2, a est nécessairement impair, savoir

(5) a — 10 r ± 1,
parce que ci est résidu de 5. Et il est facile de démontrer 
la proposition :

I. Le rang du nombre 10 par rapport à une 
base de la forme a = 5r±l est au plus égal à 2.

En effet, l’équation de Fermat 

Af-GriÜBi2 = (-1)'’ 

donnera immédiatement la congruence 

AfzpBf (-1/ (mo<15), 

congruence qui n’est possible, à moins qu’un des nombres 
Aj et ne soit multiple de 5; c’est-à-dire que

B2 = 2A1Bi 

est toujours multiple de 10.
Supposons maintenant que a soit de la forme 8Á-¡~ 1, 

savoir, en vertu de (5)

(6) a = 20r+ 1, a = 20r + 9,

il est évident que l’équation (4) n’est jamais résoluble, à 
moins que l’inconnue u ne soit de la forme 4^ + 2, ce qui 
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a par consequent toujours lieu pour les bases de première 
espèce, et nous avons démontré la proposition:

II. L’équation (3) est toujours résoluble, pourvu 
que z, savoir la base a, soit de la forme (6).

Désignons ensuite par

(7) (un, Pn) (lin, v'n)

les deux suites coordonnées de l’équation (4), puis suppo
sons que a soit une base de 
sible de choisir les suites (7), 
plète de (3) est présentée par

Soit, au contraire, a une 
aura de même

iin — 3
X’n - 2

(9) Un — 3
$n — 2 ’

Quant aux bases a = 4/c

(10) a = 20^+11,

première espèce, il est pos- 
telles que la solution com

tes formules

» IJn — V2n—1

— P2n •

base de seconde espèce, on

l/n = Vn

f¡n = Vn •

3, savoir, en vertu de (5),

a = 20r+19,

j’ai en vain cherché à démontrer que 10 soit du rang 2 
par rapport à ces bases, mais plus tard j’ai vu que cela 
n’est pas juste pour

a = 1051 , a = 1159,

tandis que les autres 58 bases de la forme (10) et infé
rieures à 1500 ont bien la propriété susdite.

Supposons applicable une base de la forme (10), les 
solutions de (3) se déterminent aussi par les formules (9).
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Remarquons, en passant, que les recherches précédentes 
permettent de résoudre cet autre problème :

Déterminer les bases a qui permettent de résoudre les 
équations simultanées

(11) (æ + l)2 —ay2 = — æ, (æ + 2)2—ay2 = æ + 3.

Soustrayons ces deux équations, il est évident qu’elles 
sont simultanément résolubles ou non, de sorte que nous 
pouvons nous borner à étudier par exemple la première, 
et nous aurons immédiatement

X2 + 3 x + 1 = a i]2,

savoir l’équation (3).
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